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The highschool - mathematics' style definition of exponential function ax is given
for only rational numbers, but not given for general real numbers.
In this paper we try get analog definition of exponential function for all real
numbers by analog definition of ax case for only rational numbers .
§1　は　じ　め　に
指数関数がほ高等学校では　最初指数法則　つまり累乗の定義を自然数から有理数にまで
拡大して行く過程で姿をあらわす。
即ち正の実数αに対して自然仇，乃をとり
。一m＝」＿
α研
くJO＝1
α五＝椚l′′誘（∽≠0）
で定義域を有理数集合にまで拡張したわけである。この新しいがの定義で
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も得られる。
　これで指数関数がの定義域は自然数集合から有理数集合にまで拡げられたがこの定義域は
依然として実数集合にまで拡げられたわけではない。事実詔が実数であるにも拘らず¢が有理
数でない限りがは定義されていないのである。
　しかるに高等学校の数学は高学年になると任意の実数∬に対して関数α・は定義域が実数集
合にまで拡大される過程を示される事もなくかなりひんぱんに指数関数〆や対数関数の中の
自然対数が使用され始める。
　高校教科書の中には任意の実数∬に対してもびを定義する事が可能で，その性質も有理数
集合で定義されたものと変らない旨を証明無しで註をつけているものも見受けられるがそれ等
の種類は少ない。
　事実　指数関数の導入の仕方は一通りではない。最も多い導入法は定積分を用いて
　　　　ズ
あ9一
÷協
　　　　1
　で自然対数109¢を定義し，その逆関数として8劣更に〆一〆09・で定義するがこれも定
　　　ズ積分∫÷劒存在を堅間で連続な関数は一様連続であると云う命題の成立を必要と
　　　オ
し，それには実数集合に関するいくつかの公理を知っていなければならない。高校レベルの数
学では取り扱ってはいない。
§2　高校数学のやり方で餅の定義の試み
　そこで，筆者は指数関数4πを実数集合を定義域とし〆を定義するのに出来る限り高校数
学のやり方に頼り，それには高校数学の範囲にないどんな命題を既知のものとして与えれば高
校スタイルの定義がうまく行くかどうかを考える。
　α＞1　と仮定する。任意の実数¢として∬一πとしても一般性を失わない。従ってここで
はαπの定義を試みる。πは有理数ではないから実数を定義域とするがの定義には適してい
る。ここで二つの有理数列1ρ。｝，｛9。｝を次のように定義する。
　　lP”＝ 　［IO”π］
　　10π
　　19η一一一［IOππ＋1］
　　10π
　ここに⊂た］は為を越えない最大の整数即ち　ガウスの記号である。ここに有理数集合Qに
対し，
ρπ∈Q（n－1，2，3，・…　　）
9π∈Q（π＝1，2，3，・・　一）
　　　　　　　　　　　高等学校の数学教育における指数数関の定義の問題点　　　　　　　　　　　7
が成立し，1枷ρ。＃π　1珈g。＝π且っ数列｛ρ。1は単調増加，数列｛g．1は単調減少をする
　　　　π→○○　　　　　　　　π→OQ
数列である。
　更にここで新しく実数列Aπ∈R（実数集合）を作る。
　　　　　　｛Aπ｝；｛αカπ｝（η＝1，2，・・……・）
拓∈Qであるからα勘は既に高校数学のレベルで定義されている。又数列｛ヵ。｝が単調増加
数列α＞1の仮定から　実数列｛A。｝は単調増加な実数列である。
　同様にしてもう一つの実数列｛B・｝を定める。
　　　　　　｛Bπ／＝｛α％｝（π＝123・…・…・）
　明らかに
　　　　　A1＜A2＜　＜Aγ．1＜A。＜　＜B7＜Bγ一、＜　＜B2くB1
　即ち数列｛A。｝は単調増加上に有界であり同じく数列｛B・｝は単調減少下に有界である。
　ここで高校数学のレベルを越えざるを得ないが　単調有界な実数列は収束すると云う命題
いわゆる実数の連続性の公理を，使用してもよい命題として認容すれば
　　　　　1初z　Aπ＝α
　　　　　π→Oo
　　　　　l伽　Bπ＝β
　　　　　π→oO
　　　　　ρπ＜9π（η一12…………）
から　α≦β　　1初z　gπ＝1
　　　　　　　π→。。ρπ
　　　　　　β＝迦凶＝1ぎ勉4（舞一・）＝1
　　　　　　α　　　lf規αクπ
　　　　　　　　　　　　　η→○○
よって　α＝β
即ち
　　　　　1ど郷αクη＝1ぎ解α9π　　　　α＝・β
　　　　　π→oo　　　　g2→○○
　ここでこのような関係にあるα＝1∫〃観蹄を♂と定義する候補の一つとして考える事が出来
　　　　　　　　　　　　　　　フ2→oO
る。しかしいささかの疑義が残る。それは前述の｛ρ。｝でもなく｛g・｝でもなくしかも有理数
列｛¢・1であって1加鋤＝πになるものが存在するからである。この数列｛¢・｝は必ずしも単
　　　　　　　72→QQ
調数列であるとは限らずπを極限値に持つ有理数列と云う条件さえ満たして居ればよい
　この時例によって次の実数列を考える
　　　　　Cπ一ακ”（η一1，2，・一一）
　　　　　　　　Cπ
　　　　　K・＝A．とおきK：・の極限を取ると
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　　　　　　　　　1伽Cπ　　　　　1乞〃z　Kπ＝　　　　　＝1初zがガρπ＝αo＝1
　　　　　　　　　1加Aπ　　　　　η→○○　　　　　　　　　　　　　，2→○○
従って1吻Cπ一lf〃zAπとなり
任意の有理数列｛∬π｝で1ゼ〃3鋤＝πに対しては常に　1枷びπ一1吻α♪η一1∫〃Z召9”＝α＝β
　　　　　　　　　　π→OQ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π→○○　　　　π→Oo　　　　　η→》○
となる事が示された。
　よって我々は今までのやり方による♂の定義を次のように定める事が出来る。
　［定　義］
　πに収束する任意の有理数列｛¢・｝をとり1伽グπを〆と定義する・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　η→QO
　この定義はπに限らなくて実数であればどんな数でもよい。即ち
　［定　義］
　¢を任意の実数とするとき諾に収束する有理数列｛ッ。｝をとり1伽α踊一〆と定義する。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　22→○○
　　　　　　§3　定積分を用いて定義されたびとの同値の証明
　我々は先に得られたように
諾を任意の実数とするとき¢に収束する有理数列｛ッ。｝をとり1伽α勤一がでグを定義す
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n→○○
る。α＜1でも同じく定義される。この節ではこの定義によって得られたグの値が定積分に
よる自然対数，自然対数の逆関数としての指数関数びと同じ値を示す事を確める。
　¢を任意の実数とし｛ッ・｝を∬に収束する有理数列の1つとする。定積分，自然対数を経た
グは躍ρ［∬logα］で示される。
　　　logl加幽一1珈1094yπ二1歪解（ッ箆logPI4）
　　　　η→OO　　　　　π→OQ　　　　　　　　　22→○○
　　　＝　（lf〃Zツπ）　109‘Z＝‘r　lO9‘Z＝109‘Zκ
　よってloglf勉〃η＝109が
　　　　　η→CC
　　　　　　　lず解αyπ＝‘zズ
　　　　　　　η→OQ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガ従つて有理数列を用いて定義された囎1曜づ4の逆関数としての〆と
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　び一〆09‘で定義された値と全く同じ値を持つ事が証明されたわけである。
　　　　　　　　　　　　§4　二つの定義方法の問題点
　今までの展開で筆者は単調有界数列は収束すると云う命題を使用した。これは前にも述べた
が実数の連続性の公理であって高校数学の範囲外のものである。
高等学校段階にある生従達にはまだヒルベルト流の公理の概念はそれを受入れるに足るだけ
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の理解力を期待するのは無理であろう。
　しかし，単調有界な数列は収束すると云うこの命題はたとえヒルベルト流の公理の考え方が
無理な子供にも比較的納得させ易いように考えられる。既に彼等は数直線の存在に何の疑問を
も持たずに居る。彼等にとっては，単調有界な数列が収束する事は数直線の上で考えてあたり
前なのではないだろうか。そうすれば有理数列を用いて〆を定義する方法の法が彼等にとって
は望ましい事であろう。
　我々にとっては〆の定義域をうやむやにすますか。それとも実数の連続性の公理をそれと
なく用いてとにもかくにも指数関数に一貫性を持たせるか一考に価する問題として取上げても
よいと筆者は考える。
　厳密な事を云えば実数の連続性の公理の使用を高校レベルでは故意に認容しているからこそ
実数集合と直線上の点全体とが1対1に対応する事を生徒達は納得し従って座標を自由に使っ
て数学を学習しているのであって実数の連続性の公理は，既に高校数学の中に抵抗もなく入り
込んでいる。
　この事から筆者は実数の連続性の公理を実数列の一つのと性質して
単調有界な実数列は収束する
と云う形ででも高校数科書に入れてもよいと考えるものである。諸賢の叱責を待つものであ
る。
